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ARITMETICA MODULAR

CONGRUENCIAS ENTERAS
Carl Friedrich Gauss (1777 — 1855)

Definicion
Sean me N, a,b e Z.
a es congruente con b modulo m siy solo si m|a-b.

a=Db (mod m)

La relacion de congruencia es una relacion de equivalencia:

1) reflexiva a=a (mod m)
2) simétrica a=b (mbéd m) siysolosi b=a(mbod m)

3) transitiva  Si a=Db (mod m), b=c (mbdd m) entonces a=c (mod m)
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Teorema

Sea m e N. Se verifican las siguientes propiedades:

1) a=b(médm) siysélosi |@=ma+r, b=mq +r o<r<m

Demostracion

<)Sia=mqg+r,b=mqg +r =>a-b=m(Qg-q) = mla-b
< a=Db (mod m).

=)Si a=mqg+r, b=mqg +r con 0<r,r<m y a=b(modm)
entonces m|a—b:m(q—q’)+(r—r’) = mlr-r =
dk e Z talque r—r =mk, luego,

{a =mqg+r =mg+mk+r =m(@+k)+r =r<r’
= r=r

b=mq +r=mqg -mk+r=m(q'-k)+r=r'<r
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2) YVaeZ3r e10,1,2,...m-1¢ talque |a=r(modm)

Demostracion
VaeZ,3dq9,reZ talesque a=mqg+r con 0<r<m =
mla-r < a=r (modm).
Definiciones
e Clase de congruencias médulo m es el conjunto
[rln={acZ/a=r(modm)}={acZ/3geZ,a=mq+r}
e Conjunto de minimos restos no negativos médulo m
Zon={[0n,[1]m, ... [Mm—1]n}
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Ejemplo

e Clase de congruencias modulo 6 es el conjunto
[rle={acZ/a=r(mod6)} ={acZ/dgeZ,a=6q+r}

e Conjunto de minimos restos no negativos modulo 6
Ze = {10]6.,1]6.,12]6 [3]6 . [4]e. [S]6}
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Proposicion
La relacion de congruencia es compatible con la sumay el producto en Z

Si a=b(médm) y c=d(mdd m) entonces {ZZ:Z(Z ;(riz)((;nrz()j m)
Demostracion
Si a=Db(méd m) entonces m la—b

c=d (mod m) entonces m lc—d

Se tiene que

em|(@+c)-(b+d) = a+c=(b+d)(moédm)

emlac-bc y mlbc—bd = m|lac-bd = ac=(bd)(médm)
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Definicion
Se definen las siguientes operaciones en Z,,

suma: [a]m + [b]m = [a+D]n

producto: [a]lm [b]m = [ab]n

que verifican las siguientes propiedades



Departamento de Matemdtica Aplicada. ETSIInf. UPM. Victoria Zarzosa Rodriguez

suma producto

asoclativa [a] + [b+c] =[a+ b] +[c] [a] [bc] = [ab] [c]

conmutativa [a+Db] = [b+a] [ab] = [ba]

existencia de
elemento neutro

[a] +[0] = [a] [a] [1] = [a]

existencia de
elementos
opuestos

Vial e Z,, 3-[a]=[-a]e Z,
tal que [a] +[-a] = [O]

distributiva [a] [b + c] = [a] [b] + [a] [c]
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Suma en Zs
+ o1 |11 (21 |81 |[4]
oy |01 (a1 |21 Bl (Al
1] [1] 2] [3] 4] 0]
2] 2] 3] 4] 0] 1]
3] 3] 4] 0] 1] 2]
41 ([41 ([o] [ [[2] |[3]
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Producto en Zc

* (0] I Y B 2 B 1 B R G
0] (o1 (o1 o1 o |0
1] {or i (2l B |4
2] 0] |[2] 4] [l 3]
3] 0] |[3] 1] (4] 2]
3 I (U B ) B 51 N 2 B Y
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En Z,, nosiempre se cumple la propiedad cancelativa:
[6]s [4]s = [O0]s = [4]s [4]s
[6]s # [4]s

Proposicion

St ac=bc(médm), c#0, entonces | a=b mod( )
mcd (m, ¢)

Demostracion

ac=bc(modm) < m|ac—bc:(a—b)c. St d=mcd (m, c)

€Z, Z@-b: y md(35)=1=

entonces )
d’d

C
d’d

%|(a—b)<:> a=b mod(%)
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Ejemplo
Se tiene que 432 = 32 (mod 80)

— _ 432 _ 32 80
¢ = med (432, 32) = 16 22 = 2 1nod (mc d(go’m)
d = mcd (80, 16) = 16 27 = 2 (mod5)

Consecuencia
Z., tiene la propiedad cancelativa si m es primo.

Definicion
[a]ln € Z,, es Inversible en Z,, si3 [b]. € Z,, tal que [a]. [b]m = [1]m
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Proposicion

[a]., tiene inversoen Z,, siysolosi mcd(a,m) = 1

Demostracion

[a]. tiene inversoen Z,, <

3 [b], € Z,, tal que [a].[b]m = [1], O talque ab = 1(mbédm) <
1[blnweZ,, y3geZtalque ab-1=mqg o ab-mg=1<«<

mcd(a, m) = 1
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Ejemplo
[X]8O es el inverso de [7]80 en ZSO N [7]80 [X]go = [1]80

< JdyelZtalque 7x-80y = 1.

Aplicando el algoritmo de Euclides

80=7.11+3

[=32+1

3=1.3

med (80,7) =1 =7-32=7-(80-7.11).2 = —80.2+ 23.7

{x=23+80t
y=2+7t

Por tanto, [X]ss = [23]go es el inverso de [7]g en Zgg

La solucion general es Vt € Z

a Rodriguez
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CRITERIOS DE DIVISIBILIDAD

Sea X=(XyXn1..X1Xp)1o larepresentacion decimal del nUmero entero

X = 10"Xx, + 10" g+ ...+ 10X, + X = ilO‘xi
i=0

1) Divisibilidad por 2 y por 5:
X = 10 (10" X, + 10" % Xpg + ... + X)) + Xg = X =Xo (MO 10) =

e X=X,(mod2). Luego, 2 | x si y solo si 2| %

e X=Xo(mod5). Luego, 5 Si 'y solo si 5| X
16
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2) Divisibilidad por 3 y por 9:

ictoria Zarzosa Rodriguez

X—YX = i(lO‘—l) X = 9%x+99x+...+9..9x, = 0(Mmbéd 9) =
i i=0

n
i=0

o inxi (mod 9). Luego, 9| x Si 'y solo si
i=0

9 ix
iI=0
o inxi (mod 3). Luego, 3| x siysolosi 3 ix
i=0 i=0
3) Divisibilidad por 4:
X = 100 (10" X, + 10" Xpg + ... + Xp) + (10 X1 + Xo) =

X = (10 X1 + Xg) (m6d 100) = x = (10 Xy + Xg) (maod 4).

Luego, 4 X i ysolosi 4 | (10 X1 + Xo)
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4) Divisibilidad por 11:
{101 =1 (m6d11),si j espar

10’ =-1 (mo6d11),si j esimpar

x=310'x, = 3 (~1)'x, (mod 11)
j=0 j=0

Luego, 11|x siysolosi 11 i(—l)"xj.
j=0

5) Divisibilidad por 7:

X =[Xo+3X1+2X%)—Xz+3X4+2X%X5)+ (Xg+3X7+2Xg)—...] (Mbd 7)
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Demostracion

X—(Xg+3X +2X )+ (X3+3X3+2X5)—(Xg+3X;+2Xg) + ... =
=X+ 10X + 100X, + ... + 10" Xy + 10" X)) — (Xo + 3 X + 2 X ) +
(X3+3Xs+2X5)—... =7 X, +98 %, + 1001 x5 + 10003 x, + 100002 x5 + ...

que es multiplo de 7

Luego, 7|x si y solo si 7|(x0+3x1+2x2)—(x3+3x4+2x5)+...
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REGLA DEL NUEVE

Sea X=(XnXn1..X1X0 )10 larepresentacion decimal del numero entero

X = 10", + 10" g+ ...+ 10X, + Xy = ilO‘xi
i=0

Sean a, b,c,q,r € Z,

n

a) SI c=ab entonces a.> b c. (mod 9)
i 0

n n
i:O |:O i:

2 b2 g+ =

n n n n
i=0 i=0 i=0 i=0

b) Si a=bqg+r entonces a. (maod 9)
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UNIDADES EN Z,,
Leonhard Euler (1707 — 1783)

Definicidn
Conjunto de unidades de Z,, es el conjunto
Un = {I[a]m € Z,, / [a] €S Inversible }
Un ={[a]ln€Z,,/mcd(a,m)=1}
Propiedades
1) Si [a]n, [b]m € Uy, entonces [ab], € Uy
[abln ™ =[aln [bln~
2) Si [a], € Uy, entonces [a]n Uy = Uy

ictoria Zarzosa Rodriguez
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Demostracion

<) Sl [z]m € [a]m Un = 3 [b]n € Uy tal que [z]n = [a]m[0]n = [a B]n € Un

D) SI [z]n € Un = [z]n = ([a]n [a]m_l) [2]m = [a]m ([a]m_l[z]m) e [a]n Un

Ejemplo
(Ug, *) | [1ls | [8ls | [B)s | [7]s
1]s 11s | [3ls | [5]s | [7]s
3]s 3ls | [1]s | [7]s | [5]s
Sls | [Bls | [7]s | [1]s | [3]s
7ls | [7]s | [3]s | [3ls | [1]s
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Proposicion
Si p es primo entonces los Unicos elementos que coinciden con su inverso
en Z, son [1], y [-1],.

Demostracion
Si [a],™ = [a],, entonces [a%], = [1],, es decir que a*> = 1 (mod p).
a—1=a=1(mod
pl a?—1 = (a-1) (a+ 1), entonces d = ( P)
pla+1l=a=-1(mod p)
Teorema de Wilson (1770)
Si p esprimoentonces (p—1)! = (p—1) (mdd p)
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Ejemplo
Halla el resto de dividir 11! entre 13 yentre 17.

e p = 13, entonces como (p — 1)!

o 111 = 1 (méd 13)

—1(mbéd p) = 12!

e p = 17,entoncescomo (p—1)! = —1(mdd p) = 16!

& 15! = 1(moéd 17) < 15.14.13.12.11! = 1 (mdd 17)

11! = 1511471137127 (mod 17)
11! = 8.11.4.10 (m6d 17) = 1 (mod 17)

Victoria Zarzosa Rodriguez

12 (méd 13)

16 (mé6d 17)
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Funcion de Euler

Sea K, ={ke N/ 1<k<n, mcd(k n) = 1}.

Se define la funcion de Euler @®: N —> N tal que

o ®(n) = cardK, = card{ke N / 1<k<n, mcd(k,n) =1}
e ®(n) = cardU, = card{[a]. € Z,, / mcd (a,n) = 1}

Propiedades
1) Si p esprimo, entonces ® (p) = p—1

Demostracion
® (p) = card U, =card (Z, —[0],) = p-1
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2) Si p esprimo, entonces ® (p"') =p'—-p" ', Vr e N
Demostracion
®(p') = card Upr = card { la],r € Z,r tal que mcd (a,p”) = 1} =
= card Z,r — card { [a],r € Z,r tal que mcd (a,p")=1} = p" —p"!
ya que los Gnicos nimeros no primos con p' son

2

{p.2p, 3P, PP, s PP, P P}

3) SI mcd (a,b) =1 entonces ® (ab) = ® (a) D (b)

26
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4) Si n=p’..pscon p; numeros primos distintos, entonces

OM)=d(py ..p)=D@(pf) ... (pr)=(pf—p)...(pF - pit)=
= p, (1—1).. o [1—1j = n(l—lj...(1—1]
p1 pk pl pk

Ejemplo
®(12) =D (2°3) =D (2°) D (3) = (2°-2).2=4

w2y =11 L1_1)_
®(2)=0 @9 =121-[1-7]-4
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Teorema de Euler
e Si [a]y € Uy, entonces [a]l,"™ = [1].
e Si mcd (a, m)=1,entonces a®™ = 1 (mod m).

Demostracion

St U, = { [Xddm, X2, -y [Xk]m } entonces @ (m) = card U, = k.

Si [a]., € U,, entonces [a]., U,, =U,, Yy por tanto,

{ [a Xl]’ [a XZ]’ ey [a Xk] } = { [Xl]’ [XZ]’ e [Xk] }
L uego, [axi] [axo] ... [axd = [xd] D] - [Xd] <
[T [xa] [Xe] ... [%d = [xa] [x2] ... [xd = [@'] = [1] < a“ = 1 (mdd m).
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Ejemplo
Halla el resto de la division entera de 13%227* entre 8.

D@B) = () =2°-2°=4
e 13°® = 13 = 1 (mad 8)
13* = (13%)°13° = 13°(M6d 8) = 5° (Mdd 8) = 1 (mdd 8)
o 27°® = 27 = 1 (mdd 8)
27 = (27927 = 27 (m6d 8) = 3 (mdbd 8)
o 13%27*" = 3(mdd 8)
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